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Zusammenfassung

Ziel dieser Bachelorarbeit ist die Herleitung des Satzes von Sanov mit kombinato-
rischen und approximativen Methoden. Wir zeigen, dass ein empirisches Maf}, das von
i.i.d. Zufallsvariablen erzeugt wird, in einem endlich-dimensionalen Phasenraum das
Prinzip grofler Abweichungen erfiillt. Wir zeigen einen Satz iiber die grofie Abweichung
des empirischen Prozesses und erweitern das endlich-dimensionale Ergebnis durch Ap-
proximation auf den abzéhlbaren Fall. Es wird eine fiir die statistische Physik relevante
Anwendung gegeben.

1 Endlicher Phasenraum

Fiir den gesamten ersten Abschnitt fithren wir folgende Bezeichnungen ein. Wir legen un-
seren Uberlegungen einen passenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) zugrunde und be-
trachten Zufallsvariablen (X;);en auf € mit den Eigenschaften:

(Xi)ien sind i.i.d. Zufallsvariablen Q@ — T'={1,2,..., N} C N,
die Verteilung von X besitzt die Zahldichte (p;);er mit p; >0 Vi eI (1)

1.1 Eine Dimension

Das von den Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X,, definierte empirische Maf$ L, ist ein zufélliges
Wahrscheinlichkeitsma$l auf dem Messraum (I', P(I")). Es wird mit Hilfe der Diracmafe dx,
in den Punkten X; i=1,2,...,n als

1 n
1=

definiert. Wir werden die Wahrscheinlichkeitsmafle auf I' mit ihren Zahldichten identifizie-
ren bzw. das empirische Maf} als ein zufilliges Element der Menge

N
M (T) = {1/ = (v1,...,un) € 0,1]V : Zl/i = 1}
i=1

auffassen. Dabei beschreibt M;(I') die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf I'. Auf
M, (T') definieren wir die Totalvariationsmetrik

1 N
d(v,p) =5 > lvi — pual.
=1
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Lemma 1.1. Es gilt: d(Ly, p) 0 P-fs..

n—oo

Beweis. Wir miissen zeigen, dass L,({m}) — p,, P-f.s. fiir alle m = 1,...,N. Es gilt:
P(X; = m) = py, fiir alle m =1,..., N und 7 € N und die Ereignissysteme {{X; =m} :i €
N} sind unabhéngig fiir alle m = 1,..., N. Die Aussage folgt aus dem starken Gesetz der
groflen Zahlen, denn

({m}) = Z Xiem} —3 pm PAs. VYm=1,..N.
=1
O

Nun kénnen wir die groflie Abweichung des empirischen Mafles von p betrachten. Wir brau-
chen einige Vorbereitungen, um einen kombinatorischen Beweis fiir den Satz von Sanov zu
geben, der diese grofle Abweichung beschreibt. Wir beginnen mit folgendem Lemma:

Lemma 1.2. (a) Fir alle v € My(") existiert eine Folge v, € %Kn firn € N, so dass
lim d(vy,v) =0 mit
n—o0

N
K, = {k = (ki ky) €N Y k= n} .
=1

(b) Die Abbildung I, : M1(I') = Rxq ist wohldefiniert, stetig und streng konvex. I,(v) =0
genau dann, wenn v = p, wobei

N
Vi
= g v; log (>
i=1 pi

Bemerkung: Hier machen wir von der Konvention 0log(0) = 0 Gebrauch. Den Wert 1,(v) =
H(v|p) nennt man relative Entropie von v beziiglich p.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle v € M;(T) gilt: d(v, 1K,,) :== min d(v,p) < % Dies

ergibt Teil (a).
Sei ein beliebiges v € Mj(T') gegeben. Wir definieren k' = (kj, ..., k) € NY¥ durch k] :=

|nv;], dann wiihlen wir m € Ny so, dass die Gleichung S°Y | &/

N
—n—Zk" Z nv; — |nv;|) < N.
i=1

<1

+ m = n gilt. Dann ist

Wir definieren k € K,, durch

E+1, i=1,...,m
ki = L . .
k;, i=m+1,..,.N



Dann ist [ny; — k;| < 1 fiir alle ¢ = 1,..., N und damit d(v, 1k) < % Die Behauptung von
(a) folgt.

Zu Teil (b): wir schreiben I,(v) = Zf\; v; log (%) = Zf\il pih (%) mit h(x) := xlog(z)
fiir x > 0 und A(0) := 0. Die Funktion h : [0,00) — R ist stetig und streng konvex. Die
Stetigkeit folgt aus der Regel von L’Hospital bzw. erhélt man nach zweimaligem Ableiten
R'(z) = 2 > 0 fir 2 > 0. Also ist h streng konvex auf dem offenem Intervall (0, cc).
Da h(tx) = txlog(tx) < txlog(z) = th(x) fir > 0 und ¢t € (0,1), folgt die strenge
Konvexitét auf ganz [0, 00). Wir folgern, dass I, endlich, stetig und streng konvex ist, d.h.
L(tv + (1 —t)p) < tl,(v) + (1 —t)I,(p) fur alle p,v € M (T'),u # v und ¢ € (0,1). Wir
bemerken dabei, dass die konvexe Hiille zweier Punkte aus M (I') ganz in der selben Menge

liegt.

5] y = xlog (x)

0,50

Abbildung 1: Graph der Funktion f(z) = zlogx.

Es bleibt zu zeigen, dass I,(v) > 0, wobei Gleichheit genau dann besteht, wenn v = p. Das
folgt aber aus der Jensenschen Ungleichung:

N . N
I,(v) = ;pih (,OZ> >h (Zl plpZ) =h(1)=0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn % = (C fur alle ¢ = 1, ..., N. Dann ist jedoch C' =1 und
deshalb v = p. O

Bemerkung: Aus Teil (a) und aus der Beobachtung, dass K, eine endliche Menge ist, folgt,
dass (J22; LK, ¢ M;(I) eine abzihlbare dichte Teilmenge ist. Damit ist (M;(L),d) ein
polnischer Raum, also ein vollstédndiger, separabler, metrischer Raum. Der Raum (M (T"), d)

ist sogar kompakt, weil M (') C [0, 1]"V eine abgeschlossene Teilmenge ist.

Nun konnen wir den Satz von Sanov fiir einen endlichen Phasenraum I' formulieren.



Satz 1.3. Seien X1, Xy, ... wie in (1). Weiter sei L, := + Y% | 0x, das empirische Maf
und A C My(T'). Dann gilt

offen
li ! logP(L, € A) = —inf [,
A2, s B(Ln € 4) = — Il 1,(v),
wobei
N U
I,(v) = Z v; log <1>
L pi
i=1
mit v = (v1,...,vn) und den Konventionen inf ) = oo und log0 = —co.

Beweis. In dem Beweis stiitzen wir uns auf Ideen aus [3, Beweis von Theorem II. 2]. Falls
A leer ist, dann gilt die Behauptung des Satzes. Wir setzten A # () voraus und definieren,
wie in Lemma 1.2 die Menge

N
K, = {k = (k1, oo ky) €NY Y Ky = n} :
=1

Sei k = (k1, ko, ....,kN) € K,,, dann gilt

da der Buchstabe m € I' in der unabhéngigen Sequenz X1, ..., X;, k;,-mal auftauchen muss.
Wir teilen jedes ,0];’5 durch die Anzahl der Permutationen der ks Elemente, also durch k!,
damit wir diese Permutationen von demselben Buchstaben nicht mehrfach zdhlen. Wir
multiplizieren noch das ganze mit n!, weil jede Reihenfolge der Buchstaben in X, ..., X,

erlaubt ist und es nur auf ihre Anzahl ankommt.

Wir schétzen die Wahrscheinlichkeiten log (IP’ (Ln = %)) mit Hilfe der Stirlingformel: log(n!)
=nlogn —n+ O(logn) fir n — oo.



log <IP’ (Ln _ 7’2)) ~ log (m Y Zk'> — log(n!) + ZN: (los(et) — log (ki)

i=1 i=1
N N
= nlogn —n+O(logn) + Y kilog(p:) — Y (kilog(k;) — ki + O(log ky))
i=1 i=1
ki<n, SN ki=n N N N
2 Z kilogn —n + Z ki(log(pi) — log(k;)) + Z ki +O(logn)
i=1 i=1 i=1

——

=n

Yk pi
= nz o log (k/n) + O(logn) = —nl,(k/n) + O(logn), (2)
i=1 ¢

wobei die asymptotische obere Schranke gleichméflig auf K, gilt. Weiterhin gilt, wegen
L, € % und weil jedes Element in % ein empirisches Maf} n-ter Stufe darstellt, die
folgende Abschétzung:

@n(A) <P(Ln € A) < [Ky|@Qn(A). (3)

Dabei ist @,,(A) als

A

Nk,
Qn(A) = max (n!HkZ">
i=1

keKn,EeA it

definiert und wir setzen Q,(A) = 0, falls AN % = (). Fiir die Méchtigkeit der Menge K,
gilt:

n+N—-1\ (n+N—1) 1 Nl
K, = = < N -1 .
Kl N-1 ) T A

Kombination mit Wiederholung

Daher ist |K,| = O(n™V~!) fiir n — oco. Das heifit: es existieren ein ng € N und ein C € R,
so dass |K,| < CnN7! fiir alle n > ng. Wir folgern, dass = log(|K,|) = O (%) Wegen

lofb” 50 gilt, dass Llog(|Ky|) — 0 fiir n — co. Aus (2) und (3) folgern wir nun

1 1 ! k 1
10gP(Ln€A)@10g(Qn)+0<0gn> D w1, <> +O<Og">.
" " n keKn EeA n



Es bleibt zu zeigen, dass min, . x4 1, (%) — inglp(y) fir n — oo. Sei v € A ein
non ve

beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl. Dann existiert nach Lemma 1.2 (a) eine Folge v, €
%Kn, so dass li_>m d(vp,v) = 0 und, weil A offen ist, existiert ein ng € N, so dass fiir alle
n—oo

no <n: v, € A. Wegen der Stetigkeit von I, aus Lemma 1.2 (b) gilt: I,(vy,) — I,(v) fiir
n — 00. Insgesamt haben wir also:

limsup min I, () <I,(v) VveA
n—oo keK, fEA

Durch optimieren iiber v erhalten wir

k
lim sup min Ip< > < inf I,(v).
n—oo kEK, 7€A n veA

Die umgekehrte Ungleichung

k
inf I,(v) <liminf min I, <>

veA n—=o0 keK, EeA n

gilt aber offensichtlich. Damit ist die Konvergenz der Folge gegen inf,c4 I,(v) gezeigt. [

Beispiel (relative Entropie bei Gleichverteilung). Sei p die Gleichverteilung auf I' und M C
I" eine nichtleere Teilmenge. Sei v die Gleichverteilung auf der Menge M. Wir berechnen die
relative Entropie von v beziiglich p. Zur Vereinfachung der Notation sei M = {1,2,...,7}
mit 7 € {1,2,..., N}. Dann hat I, = H(v|p) den Wert

T
1 N N N
H(v|p) = Zuﬂog( ) ;rlog (r) = log (r) log<‘M’>
Es gilt sogar, dass v ein Minimierer der relativen Entropie H (#|p) unter allen Wahrschein-

lichkeitsmaflen o auf M ist. Mit der Jensen’schen Ungleichung und mit der Setzung der
konvexen Funktion h(z) = zlog(x) folgt némlich:

i = Soon(2) - S (2 15 20 () 5o (£20)

() (N



1.2 Der m-dimensionale Phasenraum

In diesem Abschnitt betrachten wir ' fiir ein fixes m € N als den zugrundeliegenden
Phasenraum. Wir definieren M;j(I'"™) als die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf T'"™

und M 1(I'™) als die Menge der zyklischen Wahrscheinlichkeitsmafe auf T'™:

Ml(rm) = {1/ = (Vsl,...,sm) € Ml(r‘m) : Zyslymysmflysm = Zysm,sl,...,sm71
Sm

Sm

V(Sl, ceny Smfl) S Fm_l} .

Nach der Definition gilt insbesondere, dass alle eindimensionalen Randverteilungen eines
zyklischen Mafes iibereinstimmen. Das m-dimensionale empirische Mafl mit periodischen
Randbedingungen ist als

1 n
Ly = n ;5(Xi7~--7Xi+ml)
1=

definiert mit X, = X[q, wobei [s] = min{i € N : 4 = s mod n}. Damit ist das m-
dimensionale empirische Maf} L € M, (I'"™) ein zyklisches Mafl. Wir definieren auf der
Menge M;(I') die Totalvariationsmetrik

1
dm(”? N) = 5 Z ’V517---75m — Hsi,eysm -

Um die Notation zu vereinfachen, lassen wir in diesem Abschnitt den unteren Index weg und
schreiben d(u,v) statt d,(u,v). Dies verursacht keine Mehrdeutigkeiten, weil wir m € N
fixiert haben.

Wir gehen analog zum eindimensionalen Fall vor. Zuerst betrachten wir die Konvergenzaus-
sage fiir das empirische Maf3.

n—oo

Lemma 1.4. Es gilt: d(L™, p®™) —=" 0 P-f.s. fiir alle m € N.

Beweis. Wir definieren J) := %Z?:l O(Xi,. Xism_1) &ls das empirische Maf§ ohne Randbe-
dingung. Wir spalten den Teil von L] ab, der die Periodizitdt sicherstellt und schreiben

L™ als die konvexe Summe zweier Wahrscheinlichkeitsmafle. Fiir n > m gilt:



1 n 1 n—m n
- E Z (XiveorXigm—1) n ' g (Xiyo Xitm—1) + Z 5(Xi7---7Xi+m—1)

=1 i=n—m-+1
n—m m 1 n 5
- -m (Xiy s Xitm—1) + E% Z (X Xitm—1)
i=1 i=n—m+1

n—m m m 1
= ( n ) Jn_m + g% A Z 6(X¢,...,X¢+m71)'

Weil 72 fiir n — oo gegen 0 konvergiert, geniigt es, die Aussage des Satzes fiir J);* zu zeigen.
Wir zeigen zunéchst die Aussage fiir J7 . Dazu spalten wir dieses Wahrscheinlichkeitsmafl

in die konvexe Summe von m empirischen Maflen auf, die jeweils nur von unabhéngigen
Zufallsvariablen erzeugt werden:

nm n—1 m
1 1
m —
Jnm - nm E 5(Xi,...,Xi+m—1) - nm § :E :6 Xonidjs m1+j+17~~~:sz‘+j+(m—1))
i=1 =0 j=1
1 m 1 n—1
= EE : n 5 (Xmits s Xmitj+1rXmitjt(m-1)) | °
]:1 1=0

Fiir jedes s € {1,2,...,m} enthélt die Menge {(Xmi+s, Xmits+1s - Xmits(m—1)) : 7 € No}
nur i.i.d. Zufallsvektoren, deren Eintrédge auch i.i.d. sind Aus dem starken Gesetz der
Groflen Zahlen folgt, wie in Lemma 1.1, dass ,Z (X450 Xomit 5415 Xomis 4 (1)) fiir
n — oo P-f.s. gegen p®™ konvergiert. Daher konverglert auch J', P-f.s. gegen dieselbe
Verteilung fiir n — oo. Nun folgt die Behauptung des Satzes aus folgender Beobachtung;:

—_

2
Vm,n e NVs € {0,1,...,m — 1} : d(Jp,, ”m+5)§§ﬁ s <

3|3

Fir k € {1,2,....,nm}, a € {1,2,...,;s} mit s <m — 1 gilt némlich

k k+a

nm nm -+ s

1 1 a s a 2

P — <k + < Z.

nm nm+s) nm+s|” nmnm+s) nm+s " n
nm(nsm+s)

Da ™ fiir n — oo gegen 0 konvergiert, konvergiert auch d(J;*, p®™) fiir n — oo gegen 0. [
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Als Néchstes iiberlegen wir, dass die Menge der m-dimensionalen empirischen Mafle mit
periodischen Randbedingungen dicht in der Menge der zyklischen Mafle M (") liegt. Ein
empirisches Mafl mit periodischen Randbedingungen L" ist ein Element der Menge %Kn
mit

N7n
K, = {k = (k31,sz,...,sm) € N(() : : stl’“"smfl’Sm

—1
- E ksm,slrnysmfl V(Sl, ) Sm—l) er™ ) E kSlr"’sm - TL} .
Sm m

81,52,.-+,8

Aber nicht alle Elemente von %ffn stellen ein empirisches Mafl L™ dar. Dafiir, dass sie auch
zusammenhéngend sind, miissen sie noch eine weitere Bedingung erfiillen. Diese kénnen
wir uns durch folgendes Beispiel erschliefen. Wir nehmen ein Element k € Ko fiir m = 4.
Dieses wird durch Diracmafle in den Tupeln

1221 3434 4434
2212 4344 4343
2122 3443 3434

4343

definiert und generiert ein zyklisches Wahrscheinlichkeitsmaf %k € My ('), das aber von
keiner Sequenz X (w), X2 (w), ..., X10(w) erzeugt wird.

/@\
@B—@
@@

Abbildung 2: Der zum obigen Beispiel zugehérige Graph G(k).
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Um die gesuchte Bedingung zu formulieren, definieren wir fiir ein k € f(n den gerichteten
Graphen G(k) mit der Knotenmenge V C I'"™! so, dass wir fiir jedes (s1,52, ..., 5m) €
'™ kg, 50,5, Pleile von (s1,s2,...,8m—1) nach (sg, s3, ..., S;,) zeichnen. Die Knotenmenge
bestimmen wir dann so, dass G(k) keine isolierten Knoten hat. Wir lassen also die Elemente
aus I, von denen kein Pfeil ausgeht, weg. Man beachte, dass wegen der Bedingung
Yoo Bsirsmotism = Dos,, Fsmostrsme1 V(815000 8m-1) € '~ jeder Knoten die gleiche
Anzahl von aus- und einlaufenden Pfeilen hat. Die gesuchte Bedingung lautet dann, dass
G (k) stark zusammenhéngend sein soll. Das bedeutet, dass wir von jedem Knoten aus jeden
anderen Knoten entlang der Pfeile erreichen kénnen, wobei wir die Richtung der Pfeile
respektieren. Wie man anhand von Abbildung 2 sieht, ist der Graph G(k) zum obigen
Beispiel nicht stark zusammenhéngend. Wir formulieren diese Erkenntnis in folgendem
Lemma:

Lemma 1.5. Es gilt folgende Gleichheit von Mengen: IA(n = B, mit

K, = {k € K, : G(k) ist stark zusammenhdngend} und

n
B’n, = {LZL(.Tl,xQ, ...,xn) = Zé(ji:-niﬂrmfl) : (1’1, ,QZ'n) S Fn7
=1

Is=x mit [s]j=min{ieN:i=s modn}}.

Beweis. Die Elemente der Mengen sind Mafle mit Gesamtmasse n. Die Inklusion B,, C Kn
wird offensichtlich, wenn man sich die Elemente von B, anschaut. Da wir jedes Element
U € B, aus einer Sequenz x1,Zo, ..., X, durch periodische Fortsetzung konstruieren, wird
der zugehorige gerichtete Graph G(u) stark zusammenhéngend. Wir haben sogar einen Eu-
lerkreis in G(u), also einen geschlossenen Weg im Graphen, in dem jeder Pfeil des Graphen
genau einmal benutzt wird.

Umgekehrt sei p € K,,. Wenn wir einen Eulerkreis in G(u) finden, kénnen wir eine Sequenz
x1,T2,...,Ty, so konstruieren, dass pu = L' (z1,%2,...,%n). Um einen Eulerkreis zu finden,
gehen wir wie folgt vor.

Behauptung: In Jedem stark zusammenhéngenden, gerichteten Graphen, in dem in jedem
Knoten die Anzahl auslaufender Kanten (Ausgangsgrad) gleich der Anzahl einlaufender
Kanten (Eingangsgrad) ist, existiert ein Eulerkreis.

Sei G = (V, E) ein gerichteter, stark zusammenhéngender Graph. Wir wéhlen einen Knoten
v € V aus. Ausgehend von v laufen wir entlang der Pfeile so, dass wir jeden Pfeil hochstens
einmal benutzen. Wenn wir in einem Knoten ankommend den Weg nicht fortsetzen kénnen,
sind wir in dem Anfangsknoten v. Wéren wir ndmlich in einem anderen Knoten, so gibe
es einen Ausweg, weil der Ausgangsgrad gleich dem Eingangsgrad ist. Wir wahlen einen
solchen geschlossenen Weg W mit maximaler Kantenzahl aus. Dann enthéalt W alle Kanten,
die in v starten oder dort enden. Wir nehmen an, dass W kein Eulerkreis ist. Wir betrachten

12



den nichtleeren Teilgraphen T = (‘7, E’) von G, der durch Weglassen der Kanten von W
entsteht, und lassen dabei auch entstehende isolierte Knoten weg. Dann ist v ¢ T" und der
Ausgangsgrad ist in jedem Knoten von T gleich dem Eingangsgrad. Sei ¥ € V beliebig,
dann existiert ein gerichteter Weg S von v nach v in G, weil G stark zusammenhéngt. Wir
wéihlen den ersten Knoten s in S mit der Eigenschaft s € V aus. Dann ist aber s in W
enthalten, denn sonst wére der Knoten vor s in S auch in V. Wie vorhin finden wir von
s ausgehend einen geschlossenen Weg W in T'. Wir definieren dann, einen geschlossenen
Weg wie folgt: wir starten bei v und laufen entlang W, bis wir s zum ersten Mal erreichen,
dann laufen wir entlang W und anschlieBend den Weg W weiter von der Stelle an, an der
wir vorhin aufgehort haben. Dieser neue geschlossene Weg enthélt v bzw. jede Kante von
G hochstens einmal und hat mehr Kanten als W. Wegen der maximalen Kantenzahl von
W ist das ein Widerspruch. Also muss W ein Eulerkreis sein. ]

Lemma 1.6. Fir einen stark zusammenhingenden, gerichteten Graphen G = (V, E) mit
V ={1,2,...., N}, dessen Ausgangsgrad as > 0 in jedem Knoten s € V gleich dem Fin-
gangsgrad in s ist, gilt folgende Abschitzung fir E(G), die Anzahl der Eulerkreise in G:

N N
[(ei -1 <&@ < et
=1 1=1

Beweis. Den Beweis entnehmen wir aus [3, Lemma I1.10]. Nach der Behauptung im Beweis
von Lemma 1.5 gibt es in G einen Eulerkreis.

untere Schranke: Wir nehmen einen Eulerkreis in G und markieren einen Knoten als An-
fangsknoten. Weiter markieren wir in jedem Knoten die Kante, die in dem Eulerkreis
beziiglich des Anfangsknotens als letzte benutzt wird. Als Nichstes nummerieren wir in
jedem Knoten die nicht markierten Kanten durch. So erhalten wir fiir jede Nummerierung
einen Eulerkreis, in dem wir von dem Anfangspunkt aus der Nummerierung nach die Kan-
ten entlanglaufen. Wir werden den Weg immer fortsetzen kénnen. Sollte ndmlich in einem
Knoten keine nummerierten Kanten mehr vorhanden sein, nehmen wir in diesem Knoten
die markierte Kante als Ausweg. Wenn die markierte Kante in einem Knoten einmal be-
nutzt wurde, werden wir nicht mehr in diesen Knoten zuriickkehren. Wenn alle Kanten
aufgebraucht sind, miissen wir demnach wieder im Anfangspunkt angekommen sein. Die
Anzahl der moglichen Nummerierungen ergibt die untere Schranke.

obere Schranke: In jedem Knoten nummerieren wir die Kanten durch und markieren einen
Knoten als Anfangsknoten. So erhalten wir einen Weg in G, der nicht unbedingt ein Euler-
kreis ist. Alle Eulerkreise entstehen jedoch durch eine geeignete Nummerierung. Die Anzahl
der moglichen Nummerierungen ergibt die obere Schranke. 0
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Lemma 1.7. (a) Firallev € Ml(Fm) existiert eine Folge vy, € %IN(,I firn € N, so dass
lim d(vp,v) = 0.

n—o0

kn = {k = (ksl,sg,...,sm) S NéNm) : stl,...,smfl,sm = stm,sl,...,sm71 5
Z ks1,...,sm = n} .

5§1,525.-35m

(b) Die Abbildung I} : //\/lvl(I’m) — Rx>¢ ist wohldefiniert, stetig und streng konvez,
mit Ausnahme von Strecken {tv + (1 —t)p = t € [0,1]} mit Vs, sy s/ Vs1rsm1 =

Kst,s9,rsm /] Bstsmr JUT alle (s1,..., 5m) € I'™, entlang denen I} linear ist, das heift
Ity + (1= t)p) =t (v) + (L= )1 (u). Weiter gilt: 1)'(v) = 0 genau dann, wenn
v = p®™ wobei

V.
DW= Y v, log <m>

Vs Sm—1Ps
51,525---,5m LresSm—1F5m

mit v = (7/517527,,,75,,”) und Vsl,...,Sm_l = Zsm V51:~~~75m'

Beweis. Zu Teil (a): wir definieren den affinen Unterraum von R(V™)

_ _ (nm
E= {CL‘ - ($81,32,.- S 6 R x517 Sm—1,5m $3m:317~~~73m—1’
Sm

Weil die Variablen zg, s, .., in den linearen Bestimmungsgleichungen ganzzahlige Koef-
fizienten haben, existiert eine Basis (v1,v2, ..., uym) von RA™) mit v; € ZOV™) fiir alle

i =1,...,N™ und es gilt, dass E ein affiner Raum iiber Span(vy, ..., vg) mit ¢ < N™ ist
Da 7é K C E fiir alle n € N, existiert ein x, € K und fir alle 21,22, - 2¢ € L gilt
T, + ZZ 1 Ziy; € Z mit Zn =nENZWN™), Fiir ein beliebiges x € E rechnen wir:
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q

q q
Zi 1 1
xn—l—g —v— = —|| n(z, —x) —I—g Zivi|| = — E Qv + 2
- " 1 n ™ i=1 A ey 1
€Span(vi,...,vq) 1

< L3 gt vl = 23 i+ 2
= e QU T 2304||1 = n - Qg T 23| ||Vil]1

i=1 i=1 <1

q ) 1

< 7maX{||Ui||1 1= 172a"'7Q} =: —C,
n n

wobei wir n(z, — x) in die Basis (v1,v2, ..., v4) entwickelt haben mit Entwicklungskoeffizi-
enten o; € R fiir i = 1,2, ..., ¢, und wir bestimmen die ganzen Zahlen z1, 23, ..., 24 so, dass
la + 2| <1 fiir allei=1,2,...,q.

Wir folgern, dass d(z, %Zn) < % fiir eine Konstante C' > 0 und mit der Metrik d;, die von

der 1-Norm erzeugt wird. Das impliziert die Aussage aus (a) fiir Mafe v € M, (™), deren
Zahldichte positiv ist, d.h. vg, 6, .5, > 0 fiir alle (s, 52, ..., 5p) € ™.

Sei nun v € M;(I'™) beliebig, dann existiert ein M € N und eine Folge v € My (I'™) fiir
n > M so, dass fiir die Zéhldichte v, , o > % fiir alle (s1,s2,...,8m,) € I gilt und
lim,, o d(v, ™) = 0. Diese Folge konnen wir zum Beispiel auf der Strecke zwischen der
Gleichverteilung und v wihlen. Zu v™ existiert nach obiger Uberlegung ein k, € Zn S0,
dass d(v", %kn) < % Damit liegt k,, wegen der Bedingung an die Zihldichte von ™ sogar

in K,. Dann konvergiert %kn gegen v, denn fiir jedes € > 0

1 1
d(v, —ky) < d(v,v") +d(V", —ky) <
n

n

s1Q

+—=<g¢

N o

falls n gro genug gewihlt wird.

Um Teil (b) zu zeigen, nehmen wir ein (g, s,,....5,, ) aus dem Translationsraum von M, (rm),
also 231,32,...,sm As1.59,.5m = 0 und Zsm Ao1,52, 0 8m = Zsm Xsmst,.sm_1- LU zeigen ist, dass
¢(t) = I1;'(v + tA) fiir ein geniigend kleines positives ¢ konvex ist fiir ein beliebiges v €
M(T™). Zu einem v € M(I'™)  [0,1]¥" am Rand von [0, 1]N™ diirfen wir natiirlich A nur
so withlen, dass v+tA € [0, 1]V™ fiir gentigend kleines positive t gilt. Es geniigt offensichtlich

. _ Vsq,..., sm+tA51,52 ..... sm o
zu zeigen, dass Vg, o (1) = (Vsy,....om + tAs1,50,....5m ) 10 > fiir alle
,,,,, o S

(1, Sm) € I'™ konvex ist, wobei wir den linearen Teil der Ratenfunktion abgespalget
haben. Um die Notation zu vereinfachen setzten wir ¢ (t) = (v + tA) log((v + tA\) /(7 + tA))
und leiten diese reelle Funktion zweimal ab:
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, B v+tA v A
v = AOg(‘ tX)J”\ 7+t
P A A (AT AN = A+ 1))
v = )\<I/+t)\ z7+t5\> )‘( (D +tA)2 )
_ ()‘E,_S‘”)Z >0,

(0 +tN)2(v + tN)

wobei die Ungleichung fiir ¢ klein genug gilt. Ist ndmlich ¥ = 0, dann betrachten wir
nach obiger Bemerkung nur nichtnegatives A. Fiir A = 0 spielt dieser Summand wegen
0log 0 = 0 keine Rolle. Gleichheit besteht genau dann, wenn v/ = A/A. Also ist I, genau
entlang der Strecken linear, wo Vs, s, . s../Usy.... sm_1 konstant ist fiir alle (sq, ..., 5,n) € T™,

denn & ((v +t\)/(7+tN) = (A\7 — \v) /(7 + tA)%.

Die Aussage iiber den Wertebereich erhalten wir mit Anwendung der Jenschen’schen Un-
gleichung fiir die konvexe Funktion h(z) = zlog(x):

)= Y. Pasnabsnh ( Pl ) > h( > um> = (1) = 0.

Vs s Ps
51,82,s5m LreesSm—1F5m 51,.0038m

Gleichheit gilt genau dann, wenn —=L==*m__ — (' ¢ R fiir alle (s, ..., 5,,) mit Vsi,....sm 7 0.

Vsi,ois8m—1Psm

Dann gilt ndmlich C' = 1 und daher vy, = Usy . sm_1Psm LUr alle (s1,...,sm) € ™.

-----

Sei e M (PM+1) | dann ist das Wahrscheinlichkeitsma8 fi € My (I'M) zyklisch, denn

E Hsy,s2,sn = E Hs1,59,...80,80+1 — E : Hesnry1,81,0m — E :NSAI+1751:--~75M—1

SM SMsSM+1 SM+1,SM SM+1

= E :IUSM751,~~-,8M71?

SM

also i € My (T'M).

Wir zeigen durch Iteration, dass v, . .s,, = psiPsy---Ps,- Dazu setzen wir vy o o =
e on n .
anﬂ St sssm V5155250008 Dann gilt v™ € M;(I'). Der Anfangsschritt der Iteration ist
. . . . . m _ m*l . .

die bereits gezeigte Gleichheit v7 . = ps, v~ , dann gilt:

m *) - _ Z Z m

Vsiysm = PsmV 51, S = Psm Vs1posm—1,t — Psm V51, sm—1

¢

(*_) yme 2
= Psm ts1, s Sm— stm 1= Psm—_1PsmV 81yees8m—2"
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Somit folgt, dass 1/;’11:17 = Psm_1Vsr. s 2 sp_y- 10 dem n-ten Schritt rechnet man

Sm—1
Vm—n+1 (*_*) = n+1
rsmntt = Psmens1Verismon = Psmont1 51,0 Sm—nt
- m—n+1 *_*)
- Psm— n+1 Vy »815-+s8Sm—n Psm— n+1 Psm—n ts1, Sm—n—1
_ m—n—1
- psm npsm n+1 VSh ;Sm n—1,t pSm npSm n+1V51, wSm—m—1"

Daher impliziert I7*(v) = 0, dass v = p®™. Die umgekehrte Richtung folgt aus der Defini-
tion von I". Die Stetigkeit von I;" folgt aus der Stetigkeit von h. 0

Nun zeigen wir eine Verallgemeinerung von Satz 1.3 fiir den Produktphasenraum I'".
Satz 1.8. Seien X1, Xs,... wie in (1). Weiter sei L' = * Ly g

dimensionale empirische Maf$ mit periodischen Randbedingungen (Xs = X[ mit [s] =
min{i € N:i=s mod n}) und A ﬁC M (T™). Dann gilt
ojfen

) das m-

17 ] 1+m 1

nhngoglogP(Lm €A = ;22[2"( v),

wobet

v
m R S1y--38m
I (v) := E Vs ,....sm 108 <D ; )
51,52,.-,5m 81y8m—1/8m

mit v = (V31752,...,Sm) 'U/fld 1781,...,Sm71 = Zsm Vsl,...,sm'

Beweis. In dem Beweis stiitzen wir uns auf Ideen aus [3, Beweis von Theorem II. 8] und
definieren, wie in Lemma 1.5 die Menge

K, = {k € K, : G(k) ist stark zusammenhéingend} .

Dann gilt fiir ein k = (ks,,...s,,) € IA(n, dass die Wahrscheinlichkeit

k Al
B (8, S) € Fm> = /ﬁpri
i=1

n

P (Lmsb sm)}) =

mit ki = >, o Ksi,.s, 1 und einem kombinatorischen Faktor x, der die Anzahl

der Sequenzen X;(w), Xa(w), ..., X, (w) zéhlt, die alle dasselbe Wahrscheinlichkeitsmafl %
erzeugen. Wir wollen diesen Faktor x abschétzen. Fiir x gilt:
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_ E(G(F))
" ,‘YHSL...,sm ksl,-~~78m!’

wobei £(G(k)) die Anzahl der Eulerkreise in G(k) bezeichnet, die durch die Anzahl der
Permutationen der parallelen Kanten geteilt wird, um diese nicht zu unterscheiden. Der
Faktor ~ zéhlt die Anzahl der verschiedenen moglichen Anfangspunkte eines Eulerkreises,
so dass die zugehorigen Sequenzen Xi(w), Xo(w), ..., X, (w) unterschiedlich sind. Daher ist
v € [1,n]. Weil kg, s, , der Ausgangsgrad von (si, ..., $y—1) ist, gilt nach Lemma 1.6:

H (l;81,.-.78m—1 - 1)! < E(G(k)) < H ]%81,.--,5711—1!'
S1yee3Sm—1 S1y-ySm—1

Daher ist £(G(k)) = eCUost)) [] k

S815eeySm—1 "S1ssSm—1°

'und wegen 7 € [1,n] gilt insgesamt:

k !

O(log(n)) Hsl,“.,smfl ksl,...,8m71 :
|
ITs, s Kstsm!

fir n — oo,

KR =€

wobei die asymptotische obere Schranke gleichméfig auf I?n ist. Wir schéitzen die Wahr-
scheinlichkeiten log(P(L]? = k/n)) mit Hilfe der Stirlingformel:

7 N
m __ k _ O(log(n)) Hsl,...,sm,l ksl,...,sm71! ks
log <IP’ (Ln = n)> = log <e g I ’ ' il_[lpi

81y00y8m  S1yeesSm”

N ~
=O(logn) + Y log(ks,..sny)+ > log(pft) = > log(ks,...s)
=1

S1y.-38m—1 S15--38m

= Z (]%51,...,sm_1 IOg ];351,...,sm_1 - Esl,...,sm_l + (’)(log ]%51,...,sm_1))

S15--+38m—1

k; log p; + O(logn)

|M2

- Z (Ksyysm 108 Koy — Ky, + Ol0g Ksy s

S1yeeeySm =
= > kasm(0gks, s,y +10g ps, —logks, s > O(logn)
S15-.58m
I;:S S S
=n Z sy .../ 1l0g ( 1k m_l/n/np m) + O(logn) = —nl}"(k/n) + O(logn)
S1,e,Sm S15-.58m

Aus Lemma 1.5 folgt folgende Abschitzung:

Qn(A) <P(LT € A) < |Ko|Qn(A),
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wobei @y, (A) als

on - o7 (m-5)

keKn,keA n

definiert ist. Zudem setzen wir @, (A) = 0, falls AN % = (). Fiir die Méchtigkeit der Menge
IA(n gilt:

K, <

B n+ N -1
\ Nm—1 )

Wir folgern wie im Beweis von Satz 1.3, dass %log(|f(n|) =0 (%) fir n — oo. Aus

{k = (ksl,SQ,...,sm) S N(()Nm) : Z ksl,.l.,sm = TL}

81,82,--+,8

Lemma 1.7 (a) folgern wir, dass fiir jedes v € le(Fm) eine Folge 7, € %I?n fir n €

N so existiert, dass lim d(#,,v) = 0. Wir kénnen nimlich zu der Knotenmenge I'"!
n— oo

gerichtete Kanten E nehmen, so dass der Graph (I'~! E) stark zusammenhingt und
das zu (I™~! E) gehorendes MaB k in %IA(T liegt fiir ein » € N . Wir nehmen eine Folge
Vn € LK, wie in Lemma 1.7 (a) und definieren D4, durch 4, := (nvy +k)/(n+r). Dann
liegt p4yr in IA(THT und nh_{rgo d(Up4r,v) = 0. Den Beweis beenden wir wie den von Satz 1.3,

wozu wir noch die Stetigkeit von I} aus Lemma 1.7 (b) brauchen. O
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2 Das Prinzip grofler Abweichungen

In dem ersten Abschnitt haben wir zwei typische Sitze aus der Theorie von grofien Abwei-
chungen gesehen. Jetzt formulieren wir allgemeiner das Prinzip grofler Abweichungen fiir
polnische Rdume und zeigen anschlieBend, dass das m-dimensionale empirische Maf} L
mit periodischen Randbedingungen dieses Prinzip erfiillt. Ab jetzt sei (F,d) ein polnischer
Raum.

Definition. Eine Funktion f: E — [—00, 00| nennen wir unterhalbstetig, falls
liminf, o f(zn) > f(z) fir jede Folge (z,,) in E mit lim,,_o x, = 2.

In der reellen Analysis zeigt man, dass eine Funktion genau dann unterhalbstetig ist, wenn
ihre Niveaumengen abgeschlossen sind, also f~!([—o0, ¢]) abgeschlossen ist fiir jedes ¢ € R.

Definition. Eine Funktion I : E' — [0, co] nennen wir Ratenfunktion, wenn

(i) I # oc.

(ii) I besitzt kompakte Niveaumengen.

Insbesondere sind Ratenfunktionen unterhalbstetig. Nun kénnen wir das Prinzip grofer
Abweichungen formulieren.

Definition. Eine Folge von Borel-Wahrscheinlichkeitsmafien (P,),en auf dem polnischen
Raum (FE,d) erfilllt das Prinzip grofler Abweichungen mit Rate n und Ratenfunktion I,
wenn

(i) I eine Ratenfunktion ist.

(i) limsup,, ;. = log(P,(A)) < —I(A) VA C E abgeschlossen.
(ili) liminf, o 2 log(P,(0)) > —I(0) VO C E offen,

mit I(S) = infeg I(x) fiir eine Teilmenge S C E.

Satz 2.1. Mit den Voraussetzungen aus (1) erfillt (P(L]" € -))nen, das Bildmaf des m-
dimensionalen empirischen Mafles (L") pen mit periodischen Randbedingungen, das Prinzip
grofier Abweichungen mit Rate n und Ratenfunktion I)".

Bemerkung: Diesen Satz werden wir auch als der Satz von Sanov bezeichnen. Mit Satz
1.8 wissen wir ausBerdem, dass fiir offene Mengen O C M;(I') die obere und die untere
Schranke iibereinstimmen. In diesem Fall haben wir sogar Konvergenz gegen —1;*(0). Die
Folge Llog(P,(S)) konvergiert auch, falls I"(int(S)) = I*(S). Solche Mengen S nennen
wir I stetig.
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Beweis. Aus M (I'™) kompakt und aus Lemma 1.7 folgern wir, dass I]* eine Ratenfunktion

auf dem polnischen Raum (Ml (T'"™), d) ist. Die untere Schranke (iii) folgt aus Satz 1.8. Sei
nun A C M;(I'") abgeschlossen, dann ist A kompakt. Sei 6 > 0. Wegen der Stetigkeit von
I7" aus Lemma 1.7 (b) finden wir fiir jedes v € A ein d,, so dass

B W)= inf L) > 17(0) ~ 6 4)

mit Bj, (v) = {u € M(I'™) : d(u,v) < 8,} der offene Ball von Radius 6, um v. Wegen
der Kompaktheit von A besitzt die offene Uberdeckung (Bj,(v)),ca von A eine endliche
Teiliiberdeckung (Bs,, (vi))1<i<k-

Zum nichsten Schritt brauchen wir folgende Uberlegung. Sind (a,,) und (b,) Folgen posi-
tiver reellen Zahlen, dann gilt

log(an + by) < log(2max{an,b,}) = log2 + log(max{ay, by })

und daher

1 1
limsup — log(a, +by) < limsup - log(max{an,, b, })

n—oo TN n—00

1 1
= max{limsup — log(ay), limsup — log(b,)}.
n

n—oo M n—00

Somit folgt mit B; = Bs, (v;) und mit Satz 1.8

1 1
limsup — log P(L™ € A) < limsup — log P(L™ € UY_, B;)

n—oo T n—soo N
1 k
< 1 Zlog STP(L™ € B
< limsup -log y P(L;' € B)

i=1

1
< li —logP(L}! € B;) = =17 (B;).
S e P B = g 1)

Mit (4) folgern wir limsup,,_,., 1 logP(L7 € A) < —inf,ca I7'(v) + 6. Anschlieflend folgt
mit § — 0 die Behauptung des Satzes. O
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3 Das Prinzip der Gibbs-Konditionierung

In diesem Abschnitt geben wir eine Anwendung fiir den Satz von Sanov Satz 1.3 be-
ziehungsweise Satz 2.1, die in der statistischen Mechanik von grofler Bedeutung ist. Sei
nun wieder (1) vorausgesetzt. Wir stellen uns die Elemente von I' = {1,2,..., N} als die
moglichen Zustédnde eines Teilchens vor. X; beschreibt den Zustand des i-ten Teilchens.
Jedes Teilchen befindet sich mit der Wahrscheinlichkeit ps > 0 in dem Zustand s € I'.

Sei f: ' = R eine Funktion. f(s) interpretieren wir als die Energie des Zustands s € T.
Wir setzen Y; = f(X;) und S, = % >, Y; als die mittlere Energie. Eine fiir die statistische
Mechanik wichtige Fragestellung ist folgendes: sei A C R eine Menge. Was ist die bedingte
Verteilung von X gegeben die mittlere Energie S, € A fiir groBes n? Wir interessieren
uns also fiir die Hiufungspunkte der Folge (i, )nen mit pu, € M (T') ein deterministisches

Wahrscheinlichkeitsmaf3 definiert durch bedingte Wahrscheinlichkeiten

pn({s}) =P(X; =5/S, € A) sel.

Wir setzten dabei voraus, dass das Ereignis {S‘n € A} positive Wahrscheinlichkeit hat.
Offensichtlich haben wir folgenden Zusammenhang:

R 1<
Snzn;f(m:/rf dL,

mit dem empirischen Mafl L, = %Z?zl 0x,. Wir erinnern uns, dass L, ein zufilliges
Wahrscheinlichkeitsmaf} ist, also eine Abbildung Q@ — M;(T'). Es handelt sich demnach
um ein zufilliges Integral auf der rechten Seite. Da (Xj)i<y, i.1. d. sind, haben wir fiir jede
Testfunktion ¢ : I' - R

A¢dm/= E[6(X1)|Sn € A] = E[p(X2)[S € 4]

1 ¢ :
= B> e(S < A== [ par,

/FdeneA].

Setzt man jetzt ¢ = 0 fiir s € I' und fasst L,, als ein zufélliges und pu, als ein determinis-
tisches Element in [0, 1]V auf, so erhiilt man

fin = E[Lp|Ln € 5]
mit ¥ = {v e My(T): [ f dv € A}
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Der folgende Satz aus [2, Theorem 3.3.3] charakterisiert die Hiufungspunkte der Folge (i)
unter den Voraussetzungen X # () und ¥ ist I,-stetig, d.h.

Iy := inf 1I,(v) = inf I,(v).
sim nf L) = inf 1,(v)
Satz 3.1 (Das Gibbs-Prinzip). Sei M = {v € ¥ : I,(v) = In}, wobei 0 # ¥ C M;(T)
I,-stetig ist. Dann gilt:

(a) Jeder Hiufungspunkt von (uy,) liegt in conv(M), in dem Abschluss der konvexen Hiille
von M.

(b) Ist ¥ konvex mit nichtleerem Inneren, dann besteht M aus einem einzigen Punkt,
gegen den (uy) fir n — oo konvergiert.

Beweis. In dem Beweis folgen wir den Darlegungen in [2, Beweis von Theorem 3.3.3].
Nach der Bemerkung, die auf den Beweis von Lemma 1.2 folgt, ist M1 (T") und daher auch
Y kompakt. Nun folgt aus der Stetigkeit von I, aus Lemma 1.2 (b), dass M # 0. Sei
U C M1(T"), dann folgt mit {L, € ¥} ={L, € XNUYU{L, € NU}

E[Ly|Ly € ¥] — E[Ly|Ln € SN U]
= P(L,, € U°|Ly € )(E[Lnp|Ln € SN U] — E[Ly|Ln € SN T)).

Wir zeigen jetzt E[L,|L, € ¥ N U] € conv(U). Sei dazu v € M (I") N (conv(U))c. Wir
zeigen E[L,|L, € ¥ N U] # v. Da die Mengen {v} und conv(U) kompakt, konvex und
disjunkt sind, existriert eine separierende Hyperebene H in RY, die die beiden Mengen
streng separiert, das heifit es gilt: v ¢ H, conv(U) N H = ) und v und conv(U) liegen
auf verschiedenen Seiten von H. Dreht man nun das Integral mit einer Matrix D € O(N),
wobei D(H) senkrecht auf dem ersten kanonischen Basisvektor des RY steht, so folgern wir
die Behauptung leicht aus der Beobachtung, dass das Integral und die lineare Abbildung
D kommutieren, und mit Anwendung der Monotonieeigenschaft des Integrals fiir die erste
Komponente.

Da E[L,|L, € ¥NU] € conv(U) und p,, = E[L,|L,, € ¥] folgt, dass

d( iy, conv(U)) P(L, € U°|L, € X) d(E[L,|L,, € XN U°],E[Ly|L, € ¥NUJ)

<
< P(L, € U°|L, € %), (5)

weil d auf My (T') x M1(T") durch 1 von oben beschrinkt ist. Als Néchstes zeigen wir mit
Hilfe des Satzes von Sanov Satz 2.1, dass fiir § > 0
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lim P(L, € M°|L, €¥) =1 (6)
n—oo

mit M? = {v € M{(T) : d(v, M) < §}. Mit dem Satz von Sanov folgt, dass

1
lim —logP(L, € ¥) = —Ix

n—oo n

und, weil M? offen ist, folgern wir fiir jedes § > 0 mit dem Satz von Sanov, dass

1 1 —
limsup — logP(L, € N (M?)¢) < limsup —logP(L, € &N (M°)°)

n—oo N n—oo N

< — inf  I,(v).
vesn(M?d)e P( )

Da ¥ N (M?)¢ kompakt ist, existiert ein 7 € £ N (M?)¢, so dass

_inf  I,(v) =1,(7) > Iy,
vern(M?d)e

wobei die strickte Ungleichung aus der Tatsache folgt, dass das Infimum auf der linken Seite
auBerhalb von M aber in ¥ angenommen wird.

Nun folgt (6), denn es gilt

1
lim sup — log P(L,, € (M%)¢|L, € %)

n—oo N

1 1
= limsup < log P(L,, € N (M%) — = logP(L, € E)) < —1,(v) +Ix <0.
n

n—00 n
Wenn man jetzt in (5) U = M? setzt, dann folgt d(py,conv(M?®)) =5 0. Ist (pn, )ien eine
konvergente Teilfolge mit lim; ,o0 pin; = p € M1 (T'), dann folgt fiir jedes 6 > 0 mit der
Dreiecksungleichung d(u, conv(M?)) = 0, weil

d(p (M) = A0 A S | ind (@) + d(pn, )

1—00

= d(pt, fin,) + d(pin,, GO0V (M°)) =X 0.

Dann gibt es fiir jedes 0 > 0 ein ps € conv(M), so dass d(u, pus) < 24. Damit liegt p in
conv(M). Das war die Aussage von Teil (a).
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Zu Teil (b): es geniigt zu zeigen, dass fiir ¥ konvex mit nichtleerem Inneren M aus einem
einzigen Punkt besteht. Die Konvergenz folgt dann aus (5) und (6), wie in Teil (a). Aus dem
Beweis von Teil (a) folgt, dass M nicht leer ist. Da der Abschluss einer konvexen Menge
wieder konvex ist, liegt fiir v, u € ¥ auch 'H'T“ wieder in derselben Menge. Angenommen
v, € M und v # p, dann folgt aus der strengen Konvexitidt der Ratenfunktion I,, dass
I, (42) < 3(I,(v) + I,(p)) = Is. Das ist aber ein Widerspruch zur Minimalitit von I..

2 2
Somit ist v = p. m
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4 Der empirische Prozess

In diesem Abschnitt werden wir die groe Abweichung einer empirischen Verteilung auf I'Y,
des so genannten empirischen Prozesses R,,, von der Verteilung p®Y untersuchen. Wie im
ersten Abschnitt wird auch in diesem folgendes vorausgesetzt:

(X)ien sind i.i.d. Zufallsvariablen Q@ — T' = {1,2,..., N} C N,
die Verteilung von X besitzt die Zahldichte (p;)ier mit p; >0 VieT. (1)

Wir wollen ein empirisches Mafl R,, auf I'N definieren. Empirisch soll dabei, wie im ersten
Abschnitt, bedeuten, dass das Mafl R, von einem Index n € N abhéngt und nur Information
aus n unabhéngigen Zufallsexperimenten enthélt, deren Ergebnisse X (w), Xa2(w), ..., X (w)
sind. Wir wollen ebenfalls den periodischen Charakter aus Abschnitt 1.2 beibehalten. Wir
definieren die Zufallsvariable X" : (©2, A) — (I'N, P(T")®N)

X" = (X1, Xo, ooy X, X1, Xy ooy X, X1, Xoy ooy X,y 202

und den Linksshiftoperator o : TN — I'N mit (ox); = 2,41 fiir alle i € N und € 'V, Der
empirische Prozess ist dann durch Diracmafle in den Punkten definiert, die als Linksshift
von X" entsteht:

Dann ist R, ein zufilliges, o-invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (I, P(T")®N), das
heit R,0~! = R, denn fiir eine beliebige Teilmenge A C I'N gilt:

1 n
Roo Y(A) =R,(I'x A) = - D " Syigseny (T x A)
i=1
1 n+1 1 n
= E Z 602(X")(A) = ﬁ Z 501(X”)(A> = Rn(A)
=2 =1

Die Menge der o-invarianten WahrscheinlichkeitsmaBe auf (TN, P(T')*N) werden wir mit

MY o= {v e My :vo™ ! = v}

bezeichnen, wobei Mj(I'N) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf (I'N, P(I)®N) an-
gibt. Wir definieren noch fiir = (x1,29,23,...) € I'N die Projektion 7% auf die k-te
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Komponente durch 7*(z) = 2, und durch m,,(z) = (21, 29, ..., 1) € I die Projektion auf
die ersten m-Komponenten. Wir definieren eine Metrik d auf der Menge M1 (I'N) wie folgt

d(p,v) = Z 27"y (T by T V).
meN

Nun untersuchen wir die Konvergenzeigenschaft von R, fiir n — oo.

Lemma 4.1. Der empirische Prozess R, konvergiert fiir n — oo schwach gegen p®N, das
heift fir jedes m € N und jede Menge Z C TN der Form Z = {r' € Ay, 7% € Ay, ....,7™ €
Ay mit Teilmengen Ay, As, ..., Ay C T gilt, dass limy, oo Rp(Z) = p®N(Z) P-f.s.

Beweis. Fiir ein n € N und fiir das BildmaB 7, R,, = Ry, (7)) ! gilt 7, R, = L™, mit dem
m-dimensionalen empirischen Ma8l L mit periodischen Randbedingungen. Fiir Z = {n! €
Ay, € Ao, m™ € Ay} gilt dann mit A = Ay X A, X ... X Ay,

R.(Z) = Ry(n' € Ay, m? € Ay, ...n™ € Ap) = Ru(my € AL X Ap X ... X Ap)
= Ru(mm € A) = mpRp(A) = L} (A) — p®™(A) = myp®N(A) = p*(2),

n—oo

wobei die Konvergenz P-f.s. gilt nach Lemma 1.4. O

Wir formulieren den Satz iiber die grofie Abweichung des empirischen Prozesses R, aus [3,
Theorem II1.23].

Satz 4.2. Seien (X;)ien i-i.d. Zufallsvariablen wie in (1). Fiir a > 0 setzen wir BS(p®N) =
{v e My(TY) : d(v, p®N) > a} und definieren

J(a)= inf I°(v),

veBg(peN) "’

mit 15°(v) = sup,,>o I (mmv). Dann gilt:

(a) liminf, o  log P(R, € BS(p®N)) > —J(a)

(b) lim SUPp—00 % IOg]P)(Rn € B;(p@)N)) < _J(a_):
wobei J(a—) = lims ) J(a — 6).

Als Vorbereitung zu dem Beweis von Satz 4.2 betrachten wir die in dem Satz definierten
Funktionen und untersuchen deren Eigenschaften.
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Lemma 4.3. (a) Die Abbildung m > I'(mpv) ist monoton steigend fir alle v € M, ().
(b) Die Abbildung a — J(a) ist monoton steigend und rechtsseitig stetig.
(¢) Fiir alle m € N und pn € My(I'™) gilt:

_ inf I°(v) = 1" (1)
veMq1(TN) i v=p

Beweis des Lemmas 4.3. Zu Teil (a): wir setzten mpv({(s1,52,...,5m)}) = Vs so,....sm fUT
(81,82, ..., Sm) € I und m € N und rechnen mit Anwendung der Jensen’schen Ungleichung
fiir die konkave Logarithmusfunktion

v p
m _ 81,8254+ Sm—1FSm
Ip (me) - E Vs1,52,...,5m lOg ( ) )

Vsy,s s
51,525---,5m 15525--5m

_ Vs1,52,...,8m ] Vs1,59,...,8m—1Psm
= Vss,83...,8m v og
51

52,53...,8 Vsy,59,...,8
52,83,.,5m 2,53--,5m 1,525-55m

=1

Vs1,52,....5m—1Psm -1
- Z sy $5....5m 108 ( E = I;;n (Tm—1v).

Vsy,83...,8
52,83,---,Sm s1 2,53--55m

AV

Zu Teil (b): wir nehmen positive reelle Zahlen a’ < a, dann gilt BS(p®N) C B¢, (p®Y). Das
Infimum iiber eine grofere Menge ist kleiner, daher ist J nach Definition monoton steigend.
Um die rechtsseitige Stetigkeit von J in @ > 0 zu zeigen, wéahlen wir eine beliebige Folge
an > a fir n € N mit lim,,_,o @, = a. Dann existiert fiir alle v € Bg(p®N) ein ng, so
dass v € BS (p®V) fiir alle n > ng. Deshalb existiert eine Folge v, € BS (p®V), so dass
limp, 00 I5°(vn) = J(a). Aus J(a) < J(an) < I3°(vy) folgt nun limy, o0 J(an) = J(a).
Insgesamt folgt die rechtsseitige Stetigkeit von J.

Zu Teil (c): wir bemerken zuerst, dass nach Teil (a) fiir alle v € My (I'N) und m € N gilt,
dass IEO(VN) > I (mmv) und somit die Ungleichung infueﬂl(FN):wmu:u I*(v) > I (p) fiir
alle p € My (I'"™) besteht.

Um zu der umgekehrten Ungleichung zu gelangen, konstruieren wir ein v € //\/\11 () so,
dass Ty = pund I°(v) = I'(p) fiir ein gegebenes p € My (I'™). Dazu betrachten wir

die rekursiv definierte Folge v € M;(I'™) fiir n > m mit folgenden Eigenschaften:

(i) v™=p

L =7 fiir alle n > m

(ii) ™
(ili) I3 (") = I7(v™) fiir alle n > m.
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Hierzu wird nun der Projektionsoperator 7, auf der Menge I'"*! definiert wird.

Man erhilt diese Eigenschaften, wenn man v™ = pu setzt und v"*! iiber die Zahldichte
vt =" ({(s1, ...y Sng1)}) wie folgt definiert (vgl. 3, S. 24]):

n n

14 14
n+1 . S81yySn 825,80 +1
8150841 " anl vn > m,
52 4.00ySn

wobei V71 = Zgzl ve s, und 3 = 0 gesetzt wird. Dann besitzt die Folge (1™)n>m
in der Tat die Eigenschaften (i), (ii), (iii), denn durch Induktion iiber n folgt

n n

l/n+1 _ 317---75n1j527---75n+1 — N
S1y-esSn41 n—1 T US1,--,8n

Sn+1 Sn41 825,80

n n

_ V5n+17517~~:3n—1V517~~~:5n _ I/’n+1
- E : n—1 - § : Sn+1,51,--,8n "

o
Sn+1 S15-+458n—1 Sn+1

Wir folgern (i) und, dass v € My (™). Um (iii) zu zeigen rechnen wir

oLty Z n+1 1 Vgislz,...,snﬂ
P (V ) o V81782,~~73n+1 0g n

Ps
81,825--38n+1 81,82,...,8n " Sn+1

n n n
_ Z V517~~-a3n1/52:-~~75n+1 lo 1/527~~~75n+1
- n—1 g n—1

1%
51,52, Sn41 $2,..,5n 52,380 Pspt1

mn
14
— n 52;---38n+1
- § : V827~--,8n+1 log < n—1 )

§2,83,..,8n+1 52,0080 Pt

= I;(W").

Wir folgern die Behauptung des Lemmas aus dem nachfolgenden Kolmogorow’schen Exis-
tenzsatz.

Nach Eigenschaft (ii) ist die Folge (v,)n>m eine Kolmogorow-konsistente Folge beziiglich
der Filtration F,, = o(m,) fiir n > m, wobei wir v, als ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
dem Messraum (I'N, F,,) auffassen. Da die kompakte Klasse C = {[],cy4n @ An C '}
alle o-Algebren (F,,)cn enthilt, folgern wir aus Satz 4.4 (Kolmogorow’scher Existenzsatz),
dass ein v € My (I'V) existiert mit 7, = " fiir alle n > m. Dann ist v o-invariant, da
voo Y(Z) = o(Z) fiir Zylindermengen Z und daher wegen der o-Stetigkeit von v und
vo~! gilt, dass v oo 1(C) = o(C) fiir jedes C € C. Da {A C P(T)*N : v(A) =voo 1 (A)}
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ein Dynkin-System und C ein N-stabiler Erzeuger von P(I')®N ist, folgt aus dem Dynkin-
Lemma, dass v € M (I'N) g-invariant ist. Wir folgern aus Teil (a) und aus (iii) und (i),
dass

IX(v) = lim I (mv) = lim I7(v") = 1" ().

n—oco0 n—oo P p

O]

Definition. Ein Mengensystem C iiber einen Ergebnisraum €2 heifit kompakte Klasse, wenn
fiir jede Folge C,, € C m € N mit leerem Durchschnitt N,,enCy, = 0 ein M € N existiert,
so dass Ny<prCry = 0.

Definition. Ein Netz (P;)ic; von Wahrscheinlichkeitsmafien nennt man Kolmogorow-kon-
sistentes Netz beziiglich der Filtration (F;)ier, wenn P; ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F;
ist und die Konsistenzbedingung P;|z, = P fiir alle s,¢ € I mit s < t erfiillt ist.

Satz 4.4 (Kolmogorow’scher Existenzsatz). Sei (Q,3) ein Ereignisraum und F = (Ft)ter
eine Filtration in ¥ dber (I,<). Weiter sei (P;)ier ein Kolmogorow-konsistentes Netz be-
ziiglich F. Es ezistiere weiterhin eine kompakte Klasse C C P() mit der Figenschaft

Vtel VF e F;: P(F)=sup{P(C): C C F, C €CnN F}.

Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (Q, 0(UrerFt)) mit der Eigenschaft
Plr, = P, fir allet € I.

Um diesen Satz zu zeigen, zeigen wir zuerst folgendes Lemma aus [5, Satz 1.6.2]:

Lemma 4.5. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf einer Mengenalgebra A und es exis-
tiere eine kompakte Subklasse C C A, so dass

VAe A: P(A) =sup{P(C):C C A, C e},
dann ist P ein Primaf$ auf A.

Beweis des Lemmas aus [5]. Es geniigt die Nullstetigkeit von P zu zeigen. Wir betrachten
dazu eine gegen die leere Menge absteigende Folge von Mengen A, N\, () in A fiir n — oo.
Zu zeigen ist, dass lim,_,o P(A4,) = 0. Sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen Mengen C,, € C
mit C,, C A, so dass P(A,) < P(C,) + €27 ™ fir alle n € N. Wegen C,, C A,, gilt auch
NpenCrn C NpenAy = (0. Daher existiert wegen der Kompatktheit von C ein M € N, so dass
NM | C,, = 0. Die Inklusion Ay = ﬂﬁ/leAn = ﬂﬁ/[:lAn — ﬂf‘lec’n C Uﬁ/le(An — Cp) und die
Additivitdt und Subadditivitit von P zeigen, dass
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M
lim P(A,) < P(Ay) < Z P(A, = Cp) <) [P(Ay) = P(Cp)] < e

n—00 -
neN
Lassen wir € | 0 gehen, so erhalten wir lim,_,~, P(4;,) = 0. O

Beweis des Kolmogorow’schen Existenzsatzes. In dem Beweis folgen wir den Darlegungen
aus [1, Beweis von Theorem 2]. Wir definieren fiir P(F) = P,(F) fiir alle F' € F; und set-
zen A = UgerFy. Dann ist P : A — [0, 1] wohldefiniert wegen der Kolmogorow-Konsistenz.
Weiter gilt P(()) = 0 und P(Q) = 1 und, weil (F});e; eine Filtration ist, ist P eine additive
Mengenfunktion. Insgesamt ergibt sich, dass P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt auf der Men-
genalgebra A = U Fi. Nach Lemma 4.5 ist P ein Pramafl auf A. Wendet man nun den
Fortsetzungssatz von Carathéodory an, so erhélt man das eindeutige Wahrscheinlichkeits-
maf P auf o(A) mit der Eingenschaft P|r, = P, fiir alle ¢ € I. O

Lemma 4.3 stellt zusammen mit Satz 1.8 alle nétigen Werkzeuge fiir den Beweis von Satz
4.2 bereit (vgl. [3, Theorem II.23]).

Beweis des Satzes 4.2. (vgl. [3]). Um die untere Schranke zu zeigen, benutzen wir, wie
schon im Beweis von Lemma 4.1, dass 7, R, = L]'. Aus der Definition der Metrik d folgt
nun fiir alle n, M € N die Inklusion {d(R,,, p®") > a} D {Zm 127" (L7, p®™) > a} und
deshalb P(d(Ry, p&N) > a) > P(XM_ 27, (L™, pom) > a). Die Menge {y € My (IT™) :
M 27, (s p2™) > a} st offen in My (I'™) und es gilt folgende Gleichheit von

Mengen:

{22_md (L™, p®™) > }:{L%G{uEMl (rm) Z2md T pt, p) > }},

da fiir alle M > m gilt 7, LM = L™, wobei 7,,, die Projektion auf die ersten m Kompo-
nenten, auf IT'M definiert wird. Daher folgt fiir alle M > 1 mit Anwendung von Satz 1.8
und der vorhergehenden Beobachtungen beziehungsweise durch Lemma 4.3 (c):

M
1 1
lim inf — log P(d(Rp, p®Y) > a) > lim —logP <Z 27"y (LI, p¥) > a)

n—,oo N n—,oo N 1
m—
= - inf Ié\/l(p)
pEM(Tm): "M 2-md,, (7 p,p®™) >a
= — inf I>°(v).

VE/(/L (FN):Z%:1 27" (T v, p®™) >a
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Es gilt {v € M(IN) : d(v, p®N) > a+27M}  {v € My(TY) : M 27md,, (mr, p) >

a} wegen

o [o.¢]
d(l/, p®N) — 2_M = Z 2_mdm(7rm]/> p®m) - Z 2_m
m=1 m=M+1

IN

3
I

27"y (T, p2).

|
M=

3
Il

]; o o0
Y2 (g, pP Y 2T Y 2T

1 m=M+4+1 m=M+1

(7)

Hierzu haben wir die Ungleichung d,,(u,v) < 1 fiir alle u,v € /\71(I‘m), m € N benutzt.

Wir folgern aus dieser Mengeninklusion, dass

- inf r*wv) > — inf
veMy (TN M o—md,, (mm,p®™)>a ve M1 (TN):d(v,p®N)>a+2-M
= —J(a+27M)

(V)

und erhalten damit unter Anwendung der rechtsseitigen Stetigkeit von J aus Lemma 4.3

(b) die untere Schranke fiir M — co.

Um zu der oberen Schranke zu gelangen, schlieBen wir aus Ungleichung (7) mit v = R,, die

Ungleichung
M

m=1

P(d(Ryp, p®N) > a) <P (Z 27" d, (LT, p¥™) > a — 2_M> :

Analog zur unteren Schranke kommen wir auf die Ungleichung

1
lim sup - log P(d(Ry, p®N) > a) < —J(a—27M) VM e€N.

n—oo

Mit dem Grenziibergang M — oo erhalten wir die Behauptung des Satzes.
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Wir untersuchen nun die Ratenfunktion ;% aus Satz 4.2.

Lemma 4.6. Mit den Voraussetzungen aus (1) gilt

(a) 137 ist endlich und unterhalbstetig auf M\(FN).

(b) I°(v) > 0 und Gleichheit bestehet genau dann, wenn v = peN

Beweis. Aus Lemma 4.3 (a) folgt, dass I7°(v) = limy, 00 I (7mv) und 1) (1) > 1) (mnv)

fiir m > n. Mit den stetigen Funktionen f,(v) = I;*(my,v) und einer Folge v, — v in

M\(FN) haben wir dann lim inf,,_, Ipoo(yn) > liminf, o0 frn(Vn) = fin(v) fiir alle m € N.

Durch optimieren iiber m erhélt man lim inf,, o0 15°(vs) > I7°(v), also die Unterhalbste-
tigkeit von I7°.

Als Néchstes zeigen wir, dass Igo(y) < maxg log(p—ls). Dazu setzen wir (m,V)s, ...s

sSm

Vsi,...s, und definieren die relative Entropie H(v|p) =3, . Vs . s, l0g (1/317‘:’"’) fiir

,,,,,

m—00

TS M(Fm) Dann gilt nach Lemma 4.3 (a) H(mmv|mm—1v®p) = I (mr) — I°(v).
Wir betrachten den Ausdruck H (7,v|p®™) und formen ihn durch Iteration um (vgl. [3 S.
25])

H(mmv|p®™) = H(mpv|mm-1v @ p) + H(mm-1v]p®" ")
m m
= ...= ZH(WnV|7Tn_1V ®p) = Zlg(ﬂ'n’/)
n=1 n=1

Wir folgern I2°(v) = limp 00 1) (i) = limy, 00 Ly I} (mnv)
= limy 00 %H (v |p®™), weil die Folge der Mittelwerte einer Folge den gleichen Grenz-
wert hat wie die Folge selbst, wobei auch bestimmte Divergenz erlaubt ist. Wir haben

weiterhin die Zerlegung

1 1 1
— H(mpv|p®™) = — Z Vs oo sm 108(Vsy . s ) — — Z Vsyooysm 108(Psy --Pspn )
m M e M s

wobei der erste Summand negativ ist und wir den zweiten Summenden unter Anwendung
der Beobachtung, dass fiir ein v € M(FN) gilt, dass m,,v € M(Fm) folgendermaflen von
oben abschétzen:
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1 1
_E Z VSly---,Sm log(pSI"‘pSnL> = _% Z VSl,...,Sm Z log(psl)

515--58m S15---38m i

= - Z % Z Vsy,i8m log(,osi) = - Z % Z Vs, log<psi) = - Z Vs log(ps)
Si s

7 81,.-38m 3

1
< max log(—).
8 Ps

Teil (b) folgt aus Lemma 1.7 (b). Nach diesem Lemma gilt, dass I}*(my,v) > 0 fiir alle
m € N und Gleichheit genau dann besteht, wenn 7, = p®™. Stimmt das fiir alle m € N,
dann stimmen die beiden WahrscheinlichkeitsmaBe p®N und v auf der Menge der Zylinder-
mengen, die einen schnittstabilen Erzeuger von P(I')®N bildet, iiberein. Deshalb ist nach
dem Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe v = p®N. O
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5 Der abzihlbare Phasenraum

In diesem Abschnitt werden wir Zufallsvariablen mit Werten in einem abzahlbaren Mess-
raum sowie die grofle Abweichung deren empirischen Mafles betrachten. Wir dndern also
die Voraussetzungen aus (1) und fordern nun

(Xi)ien sind i.i.d. Zufallsvariablen Q — N,
die Verteilung von X besitzt die Zahldichte (ps)seny mit ps >0 Vs € N. (8)

Analog zu 1.1 definieren wir das empirische Maf}

1 n
1=

und eine Metrik auf M;(N) = {WahrscheinlichkeitsmaBe auf (N, P(N))}

1
d(v,p) =5 D Ive = s,

seN

wobei die Konvergenz dieser Reihe aus der Dreiecksungleichung folgt: %Z sen Vs — ps| <
1 1
2 ZSEN |V5‘ +3 ZSEN ‘lU'S’ =1

Wir zeigen die Konvergenzaussage fiir das empirische Maf3 L,,.

Lemma 5.1. Das empirische Maf L, konvergiert in der Metrik d fir n — oo gegen
p = (ps)sen-

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 1.1 zeigt man die schwache Konvergenz der Folge
L, gegen p fiir n — oo. Es bleibt also zu zeigen, dass die schwache Konvergenz einer
Folge (v")nen in My (N) die starke Konvergenz impliziert. Konvergiere also die Zahldichte
v — vs punktweise. Dann folgt aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz:

1 1
dv",v) = B Z vl —vg| = 5 Z(l/;Z — Vs + 2max{vs — v, 0})
seN seN

-
= Zmax{ys — "0} =50
seN

mit der gleichméBigen Majorante vg > max{v, — v, 0}. O
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Um eine Verallgemeinerung von Satz 1.8 mittels Approximation durch den endlich-dimensionalen
Fall zu geben, benttigen wir folgendes Lemma.

Lemma 5.2. Sei my : N — {1,2,..,N} 7n(s) = min{s, N} und nyv = vory' fir
v € My(N). Dann gilt fiir p,v € M1(N):

(a) 0 < d(v,p) — dn(mnv,mNp) < D 2N Ps-
(b) Fiir I,(v) = > ,cnVslog <Z—z) gilt, dass I1,(v) € [0,00], also konvergiert die Reihe.

Die Abbildung N Ifr\]fvp(le/) ist monoton steigend und Ifr\]fvp(Ter/) <I,(v).

(c) Fir J(a) = inf,epe(py I,(v) mit a > 0 und Bg(p) = {v € M1(N) : d(v,p) > a} gilt,
dass die Abbildung a — J(a) monoton steigt und rechtsseitig stetig ist.

Beweis. Um die untere Schranke aus (a) zu bekommen rechnen wir

N
1
intessmin) = 33 l(ow - (ol (Zm il +

) Z [Vn = pu| = d(v, p).
neN

Z( n_pn)

)

Fiir die obere Schranke setzten wir (vgl. [3, S. 125]) K = {s > N : vg > ps} und A =
%ZSEK(VS —ps) > 0und B = —% > s¢k, s>N (Vs — ps) = 0. Dann gilt

l\D

IN
_

d(v, p) —dn(TNV, TNP)

n=N
1]
- A+B -3 > (vn =A+B-|A- B
n=N
A-B<|A-B]
< 2B = Z Pn — Vn Z Ps-
s¢K, s>N s>N

Zu Teil (b): wir setzen h(x) = xlog(z). Dann ist h konvex auf [0,00) und wir rechnen mit
Hilfe der Jenschen’schen Ungleichung

Zyslog< ) S peh <V8>>h<2/)s:>= ) =0,

seN seN seN
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wobei die absolute Konvergenz bzw. die bestimmte Divergenz der Reihe aus der mafitheo-
retischen Variante der Jensen’schen Ungleichung folgt. Wir zeigen nun die Monotonie von
N — IN (mnv). Dazu setzten wir vjn) = Y. oy Vs (vgl. [3, S. 125]) und rechen

TNP

N+1 N
I7I'N—:1p(7TN+1V) - IT('Np(ﬂ-NV)

S 10g<(7w+m) 3oy s (2222

TN41P)s NP)s
v (Tn110)s (mnv) N
= Z TN+1P)s (tnp)nh
(TN+41P)s (TNp)N
ViN] + UN
—mmh<[}) ( ) M*WNW<[M>
PIN] PIN] + PN
> 0.

Dazu haben wir die Konvexitat von A benutzt.

Teil (c¢) beweist man analog zu Lemma 4.3 (b). O

Wir formulieren nun den Satz von Sanov aus [3, I1.7 Theorem I1.36] fiir den abzdhlbaren
Phasenraum.

Satz 5.3. Seien (X;)ien wie in (8), a > 0, BS(p) und J wie in Lemma 5.2, dann gilt fir
das empirische Maf§ Ly:

(a) liminf, o 2 logP(L, € BS(p)) > —J(a)
(b) limsup,, o 5 log P(Ly € Bg(p)) < —J(a—)

mit J(a—) = limsjo J(a — 6).

Beweis. Den Beweis entnehmen wir aus [3, IL7 Theorem I1.36]. Um Teil (a) zu zeigen,
folgern wir aus Lemma 5.2 (a)

P(d(Ly, p) > a) > P(dy(rnLn, np) >a) VN €N.

Weil ny Ly, = %Z?:l Oenx, und (mnX;)ien 1.1.d. mnp-verteilte Zufallsvariablen sind, fol-
gern wir mit Anwendung von Satz 1.3, dass

1
lim —logP(d Ly, >a) = — inf N VN €N,
n1—>Holo n 8 ( N(ﬂ-N " 7TNP) a) ve M(N), d]l\rI%ﬂ'NV,ﬂ'Np)>a ﬂNp(TrNV)
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da die Abbildung 7y : M1(N) — M;({1,2,..., N}) surjektiv ist. Aus imy_y0 3.0y ps = 0
und Lemma 5.2 (a) folgt, dass fiir jedes 6 > 0 und v € M;(N) ein Ny € N existiert, so dass

{v e Mi(N) 1 dny(nnv,mnp) > a} D {v e Mi(N):d(v,p) >a+d} VN > Ny.

Mit IN (myv) < I,(v) aus Lemma 5.2 (b) folgt nun die Abschétzung

TNP

inf IN (myv) < inf I,(v)=J(a+9d
ve Mi(N), dy(rnv,mnp)>a Np( NV) < ve M (N), d(v,p)>a+6 2 ( )

und daher

1
liminf —log P(L,, € B:(p)) > —J(a +9).

n—oo n,

Mit 6 | 0 und mit der rechtsseitigen Stetigkeit von J aus Lemma 5.2 (c) folgt die untere
Schranke aus dem Satz.

Fiir Teil (b) wihlen wir ein 0 > 0. Aus Lemma 5.1 (a) folgt nun, dass ein Index ng € N
existiert, so dass

P(d(Ly, p) > a) < P(dy(rnLyp,mNp) >a—0) VYn > ng.

Wie bei der unteren Schranke wenden wir Satz 1.8 auf 7wy L, an und folgern

1
li ZlogP(L, € B¢ < - inf N VN € N.
17€I1_>Sol<1)p n 08 P(Ln alp)) < veMi(N), le(lgfzvl/,ﬂNp)>a*5 WNp(ﬂNV)

Es bleibt nur noch die Ungleichung J(a — ) < inf,caq, (), dy (ryvmnp)>a—6 Ifr\]fvp(wNV) fiir

ein beliebiges N € N zu zeigen. Sei v € M;(N) mit dy(7yv, mnp) > a — §. Wir definieren
ein 7 € M1(N) durch

~ Vs, falls s < N
Vs = 4N ps, fallss> N
PN

mit vy = D ooy ¥s und piy] = oo v ps- Dann gilt myP = 7myv und
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Zu510g< > Zl/slog< ) iy[]\[]pslog<y[m>

seN s—n PIV] PIN]

= Z Vg log< > + V] log< [N}> = Ifr\jvp(mvu).

PIN]

Weiterhin gilt, dass d(7, p) = dy(7nD, mNp), denn

1N 1
dw,p) =5 lvs—psl+ 5 Z i
s=1 s=N p[ ]
N-1
1 -
=52 s =psl+g \V[N] piv)| = dn(nn D, TN p).

1

S

Da v € M;(N) beliebig war, folgt mit der Definition von J die gewiinschte Ungleichung

J(a —8) < inf ey, dy(ryvmnp)>a— 5I7er(7rN1/) und damit auch die Behauptung des

Satzes. O

Wir formulieren einige Eigenschaften der Funktion I, aus Lemma 5.2.

Lemma 5.4. Die Funktion I, aus Lemma 5.2 (b) hat folgende Figenschaften.

(a) I, ist unterhalbstetig und streng konvex auf Mi(N).
(b) Die Niveaumengen ({1, < c})cer sind kompakt in M;(N).

(¢) I,(v) > 0 und Gleichheit gilt genau dann, wenn v = p.
Bemerkung: Mit diesem Lemma folgt insbesondere, dass I, eine Ratenfunktion ist.

Beweis. Zu Teil (a): wir zeigen, dass die Abbildung aus Lemma 5.2 (b) fiir N — oo gegen
die Ratenfunktion I, konvergiert, also imy o0 IY. (mnv) = I,(v). Es gilt:

TN P
N-1 | v, | V]
IWNp(TrNV) = SZ:; Vs 10g (Ps) + vy log <:0[N}>
N-1
= vlog <:S) + vy log(vivy)  —viny log(ppny)
= ’ —5 0 >0
Nj’oolp(l’) oo
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mit vy = Yoo v s und analog fiir p. Mit I,(v) > I

*np(mNY) aus Lemma 5.2 (b) folgern

wir, dass limy_s0 Ifr\jfvp(wNV) = limpy_yeo Ziv:l vs log (;—j) =1,(v).

Damit ist I, der Grenzwert aufsteigender stetiger Funktionen. Daher ist es unterhalbstetig,
was man wie im Beweis von Lemma 4.6 (a) zeigt. Die strenge Konvexitdt folgt aus der
strengen Konvexitét von h. Damit ist Teil (a) gezeigt.

Um Teil (b) zu zeigen brauchen wir den Satz von Prochorow. Dazu zunéchst eine Definition.
Definition. Eine Menge Q von Borel-Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem metrischen

Raum (M, d) heifit straff, wenn es fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge K C M gibt
mit p(K) > 1 — e fur alle p € Q.

Satz 5.5 (Satz von Prochorow).

Q ist straff = Q ist relativ schwach folgenkompakt.

Einen Beweis findet man zum Beispiel in [4, Theorem 8.9].

Mit Hilfe des Satzes zeigen wir, dass die Niveaumengen von I, kompakt sind. Aus der

Jensen’schen Ungleichung folgt 1,(v) > L]T\][Vp(T('NV) > Ry (v) > 0 mit

_ V[N]> (1—7/[1\/])
R V) =V, 10 — + 1—v 10 S — .
N(v) = v log (P[N} ( V) log | 1 e

Wir folgern die Inklusion

{I, <c} CNyen{RNn < ¢} =K,

wobei die linke Seite wegen der Unterhalbstetigkeit von I, abgeschlossen ist. Es reicht
also zu zeigen, dass K relativ kompakt ist. Wir zeigen zuerst, dass K straff ist, damit ist
es nach Satz 5.5 relativ schwach folgenkompakt. Angenommen K ist nicht straff. Dann
existiert ein € > 0 und fiir jedes kompakte C' C N ein v € K mit v(C¢) > e. Wir wéhlen
kompakte Mengen Cy = {1,2,..., N}. Dann finden wir fiir jedes N € N ein v € K, so dass
v(CF) = vn) > €. Damit ist imy o sup, e By (v) = 0o, denn

elog <6> < sup {V[N] log <V[N]> } .
PIN] veK PIN]

Wegen ppnj | 0 konvergiert die linke und damit auch die rechte Seite fir N — oo gegen

oo. Weil xlog(x) auf [0,00] von unten beschrinkt ist, ist auch (1 — vyp)log (1::%) fiir
alle v € K und N € N gleichméfiig von unten beschrinkt. Damit erhalten wir einen

Widerspruch zur Definition von K. Die Menge K muss also straff sein.
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Wegen der Aquivalenz von Kompaktheit und Folgenkompaktheit in metrischen Réumen,
geniigt zu zeigen, dass jede Folge in K eine in (M;(N), d) konvergente Teilfolge hat. Aus der
relativ schwachen Folgenkompaktheit folgern wir, dass jede Folge eine schwach konvergente
Teilfolge hat. Wie im Beweis von Lemma 5.1 zeigt man, dass diese Teilfolge auch in Metrik
d konvergiert. O
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